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ЧАСТЬ 10. МЕ ТОД СОВ МЕ СТ НЫХ ИЗ МЕ РЕ НИЙ
Ме тод сов ме ст ных из ме ре ний при -

ме ня ют для ре ше ния из ме ри тель ных
за дач иден ти фи ка ции ма те ма ти че с ких
мо де лей за ви си мо с тей меж ду фи зи че с -
ки ми ве ли чи на ми, ха рак те ри зу ю щи ми
свой ст ва объ ек тов из ме ре ний [1]. Ма те -
ма ти че с ким ап па ра том ре ше ния этих
из ме ри тель ных за дач яв ля ют ся раз лич -
ные ме то ды ста ти с ти че с ко го ана ли за,
так как ме то ды иден ти фи ка ции мо де -
лей, как пра ви ло, со че та ют с ме то дом
мно го крат ных из ме ре ний [2]. 

При иден ти фи ка ции мо де ли в ста -
ти че с ких из ме ри тель ных за да чах: 1) ус -
та нав ли ва ют со глас но пла ну зна че ния
фи зи че с ких ве ли чин, вход ных пе ре мен -
ных мо де ли, и из ме ря ют фи зи че с кую
ве ли чи ну — вы ход ную пе ре мен ную; 2)
по дан ным из ме ре ний пе ре мен ных на -
хо дят ха рак те ри с ти ки по ло же ния и
рас се я ния мо де ли — па ра ме т ры по ло -
же ния и рас се я ния вы ход ной пе ре мен -
ной как функ ции вход ных пе ре мен ных;
3) нор ма ли зу ют дан ные из ме ре ний ха -
рак те ри с ти ка ми по ло же ния и рас се я -
ния в схе ме пе ре кре ст но го на блю де ния
[1], на хо дя рас пре де ле ния вы ход ной
пе ре мен ной или функ ции по греш но с -
ти не адек ват но с ти от но си тель но ха -
рак те ри с ти ки по ло же ния мо де ли ал -
го рит ма ми ме то да мно го крат ных
из ме ре ний. 

При ме не ние ме то да сов ме ст ных из -
ме ре ний свя за но с по ня ти я ми слу чай -
ной, не о пре де лен ной и сто ха с ти че с кой
ве ли чин. Эти ми по ня ти я ми ча с то опе -
ри ру ют как рав но знач ны ми, при чем по -
след ним из них — как эк ви ва лен том
пер вых двух [3]. 

В те о рии ве ро ят но с тей слу чай ная
ве ли чи на оп ре де ле на как од но знач ная
дей ст ви тель ная функ ция Ξ(ω) на мно -
же ст ве зна че ний Ω с си с те мой под мно -
жеств и ве ро ят но ст ной ме рой Р{ω: Ξ(ω)
< ξ} = РX{-∞, ξ} = FΞ(ξ) — функ ци ей
рас пре де ле ния ве ро ят но с тей [4]. На
прак ти ке же слу чай ной на зы ва ют ве ли -
чи ну Ξ, при ни ма ю щую в опы те не пред -
ска зу е мые зна че ния [2]. 

Не о пре де лен ной на зы ва ют ве ли чи -
ну Ш, зна че ние ко то рой не оп ре де ле но
или не из ве ст но, но мо жет быть опи са -
но рас пре де ле ни ем ве ро ят но с тей. Так
опи сы ва ют не на блю да е мую со став ля ю -
щую ре зуль та та ре ше ния из ме ри тель -
ной за да чи или ве ли чи ну, ста ти с ти че с -
кое рас пре де ле ние зна че ний ко то рой
эк ви ва лент но дан но му рас пре де ле нию
ве ро ят но с тей. 

Да лее сто ха с ти че с кой ве ли чи ной бу -
дем на зы вать ком по зи цию слу чай ной и
не о пре де лен ной ве ли чин. Для сум мы
на блю да е мой ве ли чи ны с функ ци ей
рас пре де ле ния F*(ξ) ви да «*» и не на -
блю да е мой ве ли чи ны с рав но мер ным
«*=R» рас пре де ле ни ем на ин тер ва ле

[a,b], пред став ля ю щих от кло не ния дан -
ных сов ме ст ных из ме ре ний от ха рак те -
ри с ти ки по ло же ния мо де ли в ка че ст ве
функ ции по греш но с ти не адек ват но с ти,
па ра ме т ры ко то рой мо гут быть функ ци -
я ми вход ных пе ре мен ных, бу дем ис -
поль зо вать се мей ст во рас пре де ле ний
Ле ви [2, 5-7]: 

. (1)

Ос нов ны ми про бле ма ми прак ти че с -
ко го при ме не ния ме то да сов ме ст ных
из ме ре ний яв ля ют ся на ру ше ния ус ло -
вий при ме ни мо с ти ма те ма ти че с ко го
ап па ра та ста ти с ти че с ко го ана ли за, не -
пол ный учет не на блю да е мой со став ля -
ю щей функ ции по греш но с ти не адек -
ват но с ти мо де ли и пред став ле ние
мо де ли толь ко за ви си мо с тью па ра ме т -
ра по ло же ния рас пре де ле ния ве ро ят -
но с тей вы ход ной пе ре мен ной от вход -
ных пе ре мен ных – ха рак те ри с ти кой
по ло же ния, что ве дет к за вы ше нию ре -
аль ной точ но с ти мо де лей объ ек тов из -
ме ре ний. 

10.1. ИЗ МЕ РИ ТЕЛЬ НАЯ ЗА ДА ЧА 
ИДЕН ТИ ФИ КА ЦИИ МО ДЕ ЛИ ФИ ЗИ ЧЕ С КО ГО

ОБЪ ЕК ТА
Ре ше ние из ме ри тель ной за да чи

иден ти фи ка ции мо де ли име ет ряд осо -
бен но с тей [1]: 

1) ес ли пе ре чень пе ре мен ных мо де -
ли за дан, а ее ана ли ти че с кая струк ту ра
из ве ст на с точ но с тью до па ра ме т ров, то
за да чу ре ша ют ме то да ми па ра ме т ри че -
с кой иден ти фи ка ции; 

2) ес ли ана ли ти че с кая струк ту ра
мо де ли за да на на бо ром ва ри ан тов (мо -
де лью мак си маль ной слож но с ти), то
при ме ня ют ме то ды струк тур но-па ра -
ме т ри че с кой иден ти фи ка ции; 

3) ес ли ана ли ти че с кая струк ту ра мо -
де ли и пе ре чень ее пе ре мен ных не из ве -
ст ны, то за да чу ре ша ют ме то да ми пол -
ной иден ти фи ка ции как на чаль ную
за да чу ма те ма ти че с кой ста ти с ти ки. 

Обыч но струк ту ру мо де ли объ ек та
ус та нав ли ва ют из фи зи че с ких со об ра -
же ний:

y=Φϑ(ΘM;x1,x2,...,xQ)+Δ*ϑ(Θ*;x1,x2,...,xQ),
где Θ*={θ*1,θ*2,...} и ΘM={θm:m= }
— мно же ст ва па ра ме т ров рас пре де ле -
ния ве ро ят но с тей и ха рак те ри с ти ки по -
ло же ния мо де ли, Δ*ϑ(Θ*;x1,x2,...,xQ) —
функ ция по греш но с ти не адек ват но с ти
с на блю да е мой (слу чай ной) Ξ*ϑ и не на -
блю да е мой (не о пре де лен ной или не ис -
клю чен ной си с те ма ти че с кой) Ψϑ со -
став ля ю щи ми [2], — код струк ту ры
мо де ли [1]. 

При от сут ст вии дан ных о струк ту ре
мо де ли при ме ня ют ли ней ные по па ра -
ме т рам ин тер по ля ци он ные мо де ли с
ма т ри цей ба зис ных функ ций ΩТ=
[Ωi...j...k(x1

i,...,xq
j,...,xQ

k)] – 

. (2)

Клас си че с кая идея ме то да сов ме ст -
ных из ме ре ний за клю ча ет ся в из ме ре -
нии пе ре мен ных мо де ли объ ек та при
из ме не нии мно же ст ва вход ных пе ре -
мен ных X в по ряд ке, вы зы ва ю щем из -
ме не ние вы ход ной пе ре мен ной Y.
Дан ные из ме ре ний пред став ля ют ма т -
ри ца ми 

и ин тер пре ти ру ют как зна че ния оди на -
ко во рас пре де лен ных и не за ви си мых
слу чай ных ве ли чин, для ко то рых вид
«*» сов ме ст ной плот но с ти рас пре де ле -
ния ве ро ят но с тей из ве с тен:

(3)
Функ цию (3), ар гу мен та ми ко то рой

яв ля ют ся не из ве ст ные па ра ме т ры мо де -
ли, на зы ва ют функ ци ей прав до по до бия
[3], и ес ли рас пре де ле ние ве ро ят но с тей
по греш но с ти не адек ват но с ти при над -
ле жит клас су экс по нен ци аль ных [8], то
ис поль зу ют ее ло га рифм — ло га риф ми -
че с кую функ цию прав до по до бия. Так, в
слу чае двух пе ре мен ных она мо жет
иметь вид

, (4)

и по ее мак си му му на хо дят па ра ме т ры и
на блю да е мую со став ля ю щую функ ции
по греш но с ти не адек ват но с ти мо де ли
объ ек та, а со от вет ст ву ю щий ме тод па -
ра ме т ри че с кой иден ти фи ка ции на зы ва -
ют ме то дом мак си маль но го прав до по -
до бия (ММП). 

Вы чис ли тель ные схе мы ММП при
S=1 (рас пре де ле ние Ла пла са) и S=2
(рас пре де ле ние Га ус са) на зы ва ют со от -
вет ст вен но ме то да ми на и мень ших мо -
ду лей (МНМ) и ква д ра тов (МНК). При
S≠2 в схе му МНК вво дят ве со вые ко эф -
фи ци ен ты, об рат но про пор ци о наль ные
сте пе ням (2–S) от кло не ний дан ных от
ха рак те ри с ти ки по ло же ния, и по лу ча ют
оцен ки ите ра ци я ми [9].

Ши ро кое рас про ст ра не ние для па -
ра ме т ри че с кой иден ти фи ка ции по лу чи -
ла вы чис ли тель ная схе ма МНК при
пред став ле нии ха рак те ри с ти ки по ло же -
ния мо де ли в ма т рич ной фор ме

Y=RΘ+Ξ*, (5) 
где ма т ри цы па ра ме т ров и слу чай ных
от кло не ний от ха рак те ри с ти ки по ло же -
ния с рас пре де ле ни ем ви да «*», а так же

МА ТЕ МА ТИ ЧЕ С КАЯ ТЕ О РИЯ ИЗ МЕ РИ ТЕЛЬ НЫХ ЗА ДАЧ
Ле вин С.Ф. (S. Levin), д. т. н., про фес сор, МИ ЭИ Рос те х ре гу ли ро ва ния
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ре г рес си он ная ма т ри ца со от вет ст вен но
име ют вид 

и

Ми ни мум сум мы ква д ра тов ΞTΞ слу -
чай ных от кло не ний для мо де ли (5) до -
сти га ет ся при 

, (6)

при чем ре ше ние урав не ния (6) име ет
вид =(RTR)–1(RTY). Из-за этой вы -
чис ли тель ной про сто ты и воз мож но с -
ти по лу че ния в не ко то рых слу ча ях
ана ли ти че с ких оце нок МНК от но сит -
ся к на и бо лее ис сле до ван ным ме то -
дам па ра ме т ри че с кой иден ти фи ка ции
[10-11]. 

При ме не ние МНК пред по ла га ет
вы пол не ние ря да ус ло вий для слу чай -
ных от кло не ний Ξ* и их ста ти с ти че с кой
функ ции рас пре де ле ния FN(ξ):

I) ста ти с ти че с кой ус той чи во с ти —
су ще ст во ва ния пре де ла FN(ξ)=F*(ξ);

II) цен т ри ро ван но с ти — M{ξn}=0,
n= ;

III) не кор ре ли ро ван но с ти —
M{ξiξj}⏐i≠j=0, i,j= ;

IV) го мо ске да с тич но с ти —
M{ξiξj}⏐i=j=D{ξ}=θ2

G2, i,j= ;
V) га ус со во с ти — F*(ξ)=FG(ξ);
VI) не кон флю энт но с ти — эле мен та -

ми ре г рес си он ной ма т ри цы яв ля ют ся
точ ные чис ла; 

VII) не о гра ни чен но с ти — зна че ния
ис ко мых пе ре мен ных не ог ра ни че ны; 

VIII) за мк ну то с ти — rangR=M;
IX) адек ват но с ти — струк ту ра мо де -

ли яв ля ет ся пра виль ной. 
Ста ти с ти че с кий ана лиз в этих ус ло -

вий на зы ва ют клас си че с ким ли ней ным
ре г рес си он ным, и его оцен ки об ла да ют
со глас но те о ре ме Га ус са-Мар ко ва ря -
дом при вле ка тель ных свойств: 

1) со сто я тель но с ти — 

;

2) не сме щен но с ти — 

;

3)
где akl — эле мент ма т ри цы A=(RTR)–1;

4) эф фек тив но с ти, 

, где Mmm —
ми нор эле мен та amm ма т ри цы А;

5) дис пер сия оцен ки ха рак те ри с ти -
ки по ло же ния D{ (Θ,X)}=ΩTAΩ·θ2

G2;
6) M{ΞTΞ}=(N–M)·θ2

G2.
Свой ст ва 2), 4) и 6) оце нок МНК не

за ви сят от ви да рас пре де ле ния слу чай -
ной со став ля ю щей по греш но с ти не -
адек ват но с ти [10], ес ли для не го дис -
пер сия су ще ст ву ет. 

Сле ду ет за ме тить, что в МНМ ми -
ни ми зи ру ют сум му мо ду лей слу чай ных
от кло не ний, что тре бу ет чис лен ных ме -
то дов, из-за че го МНМ не по лу чал ши -
ро ко го рас про ст ра не ния. 

Про стей шей ре а ли за ци ей МНК и
МНМ яв ля ет ся ин тер по ля ци он ная фор -
му ла Ла г ран жа

,

ко то рая сра зу да ет ре ше ние за да чи в
яв ном ви де. Од на ко при струк тур но-па -
ра ме т ри че с кой иден ти фи ка ции де фект
фор му лы Ла г ран жа ог ра ни чи ва ет ее
воз мож но с ти уже при М=2. 

При мер 1. Най дем при до ве ри тель -
ной ве ро ят но с ти P=0,90 МНК оцен ку

(x) ха рак те ри с ти ки по ло же ния слу -
чай ной функ ции ви да y=θ0+θ1·x+ΞG по
дан ным таб ли цы 1 [12]. В этом слу чае 

=3,010, 

=1,599, 
: 

(x)=4,609+1,599·(x–1).
При c=–3<x<5=d до ве ри тель ная

об ласть ха рак те ри с ти ки по ло же ния 

,

где G2=2,616; uN–2(P,λ) — P-кван тиль для
гра ниц до ве ри тель ной об ла с ти (см. табл.
4.6а [12]),

,

,

,

D=–С=4/ =0,2886; 
λ=0,9790u18(0,9;0,979)=2,288 (ли ней ная
интер по ля ция с по греш но с тью <2·10–3).

С до ве ри тель ной ве ро ят но с тью 0,90
не из ве ст ная ли ния ре г рес сии на ин тер -
ва ле –3<x<5 бу дет за клю че на в пре де -
лах (сплош ные ли нии на рис. 1)

.

Для до ве ри тель ной об ла с ти с пря -
мо ли ней ны ми гра ни ца ми по до ве ри-
тель ным ин тер ва лам на гра ни цах об ла -
с ти (штри хо вые ли нии на рис. 1)
ис поль зу ют таб ли цу 4.6б [12] и
u18(0,90;0,9790)≈1,891:

.

10.2. НА РУ ШЕ НИЕ УС ЛО ВИЙ ПРИ МЕ НИ МО С ТИ
ЛИ НЕЙ НО ГО РЕ Г РЕС СИ ОН НО ГО АНА ЛИ ЗА
На ру ше ние ус ло вий при ме ни мо с ти

ре г рес си он но го ана ли за, как и на ру ше -
ние ус ло вий из ме ре ний, не из беж но ве -
дет к сни же нию точ но с ти ис ко мо го ре -
зуль та та [13]. 

I. На ру ше ние ус ло вия ста ти с ти че с -
кой ус той чи во с ти ста вит под во прос
воз мож ность при ме не ния те о рии ве ро -
ят но с тей и ма те ма ти че с кой ста ти с ти ки
во об ще [10, 14]. 

II. На ру ше ние ус ло вия цен т ри ро -
ван но с ти свя за но с ис поль зо ва ни ем
сме щен ных оце нок, не со от вет ст ву ю -
щих с по зи ций ме то да мак си маль но го
прав до по до бия ви ду рас пре де ле ния
слу чай ной со став ля ю щей по греш но с ти
не адек ват но с ти мо де ли [2]. 

III. На ру ше ние ус ло вия не кор ре ли -
ро ван но с ти при во дит к яв ле нию ав то -
кор ре ля ции:

– оцен ки па ра ме т ров, ос та ва ясь не -
сме щен ны ми, те ря ют эф фек тив ность;

– дис пер сии оце нок па ра ме т ров ста -
но вят ся сме щен ны ми, что ве дет к при -
зна нию ста ти с ти че с ки зна чи мы ми вход -
ных пе ре мен ных, ко то рые та ко вы ми
мо гут и не яв лять ся; 

– дис пер сия оцен ки ре г рес си он ной
мо де ли во мно гих слу ча ях за ни жа ет ся;

– на ру ша ют ся ус ло вия при ме ни мо с -
ти кри те ри ев Стью ден та и Фи ше ра.

Продолжение следует

Таб ли ца 1
ПРО ТО КОЛ ИДЕН ТИ ФИ КА ЦИИ ХА РАК ТЕ РИ С ТИ КИ ПО ЛО ЖЕ НИЯ

При ме ча ние: в таб ли це ис ход ных дан ных [12, с. 54] име ет ме с то опе чат ка, по это му при ня то x12=1,5.

Рис. 1. До ве ри тель ные зо ны [12, с. 55]

The author continues the considera-
tion of the mathematical theory of meas-
urement. This article is devoted to the
method of combined measurements.
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IV. На ру ше ние ус ло вия го мо ске да с -
тич но с ти про яв ля ет ся как сни же ние
эф фек тив но с ти оце нок па ра ме т ров ре г -
рес си он ной мо де ли и как су ще ст вен ное
за ни же ние оце нок дис пер сий и ко ва ри -
а ций па ра ме т ров. Ана лиз это го яв ле -
ния про во дят на ос но ве схе мы «ε-за -
гряз не ния» Дж. Тью ки с до лей ε и
па ра ме т ром рас се я ния βθG2 воз му ща ю -
ще го рас пре де ле ния [15]:

. (7)
При ме не ние в этом слу чае ме то да

взве шен ных на и мень ших ква д ра тов с ис -
поль зо ва ни ем в пред став ле нии функ ции
прав до по до бия вме с то «до лей» ве со вых
ко эф фи ци ен тов, об рат но про пор ци о -
наль ных па ра ме т рам рас се я ния ком по -
нен тов сме си (7), по ро ди ло «схе му об ра -
бот ки не рав но точ ных из ме ре ний» [16],
со зда ю щей ви ди мость по вы ше ния точ -
но с ти ре зуль та та за счет вве де ния «по -
прав ки» в не зна чи мые раз ря ды чис ло во -
го пред став ле ния оцен ки [17]. 

При мер 2. В ус ло ви ях «ε-за гряз не -
нии» стан дар ти зо ван ным рас пре де ле -
ни ем Га ус са от но си тель ная эф фек тив -
ность оце нок па ра ме т ров по ло же ния
при ве де на в таб ли це 2 [18]. 

В за да че Эд динг то на-Фи ше ра для
оце нок па ра ме т ра рас се я ния сме си рас -
пре де ле ний в слу чае β=3 сред нее ква д -
ра ти че с кое от кло не ние (СКО) при ε=0
тре бу ет на 12,4 % мень ше го объ е ма вы -
бор ки, чем сред нее аб со лют ное от кло -
не ние (САО) (таб ли ца 3). При ε>0,0018
от но ше ние от но си тель ной эф фек тив но -
с ти ме ня ет ся в поль зу САО, пре вы шая
при ε=0,05…0,06 уро вень 203 % [19]!

V. На ру ше ние ус ло вия га ус со во с ти
яв ля ет ся же ст ким ог ра ни че ни ем для
при ме не ния ре г рес си он но го ана ли за.
Оцен ки МНК те ря ют свой ст ва 1), 3) и
5), хо тя про сто та по лу че ния ос та ет ся.
Но ес ли со во куп ность слу чай ных от -
кло не ний под чи ня ет ся рас пре де ле нию
Ко ши, то его те о ре ти че с кая дис пер сия
ста но вит ся бес ко неч но боль шой, а вы -
бо роч ная дис пер сия как оцен ка па ра -
ме т ра рас се я ния ста но вит ся не со сто я -
тель ной [10].

VI. На ру ше ние ус ло вия не кон флю -

энт но с ти при во дит к воз ник но ве нию
сме ще ния, за ни же нию оце нок дис пер -
сии и по те ре со сто я тель но с ти оце нок
па ра ме т ров мо де ли. Од на ко кон флю -
энт ный ана лиз, ма те ма ти че с кий ап па -
рат ко то ро го до ста точ но по дроб но опи -
сан [20-21], су ще ст вен но ус лож ня ет
про це ду ру оце ни ва ния по греш но с тей
по лу ча е мых ре зуль та тов.

VII. На ру ше ние ус ло вия не о гра ни -
чен но с ти ве дет к сто ха с ти че с кой муль -
ти кол ли не ар но с ти — кор ре ля ции меж -
ду столб ца ми ре г рес си он ной ма т ри цы
[13], ко то рая вы зы ва ет: 

– не ус той чи вость оце нок (до бав ле -
ние или ис клю че ние да же од но го от сче -
та мо жет силь но из ме нить оцен ки па ра -
ме т ров мо де ли и рез ко умень шить
точ ность пред ска за ния по мо де ли);

– чис лен ную не ус той чи вость оце ни -
ва ния из-за по греш но с тей ок руг ле ния и
их на коп ле ния;

– силь ную кор ре ля цию оце нок па -
ра ме т ров мо де ли, что ли ша ет смыс ла их
ин тер пре та цию; 

– рез кое уве ли че ние дис пер сии оце -
нок па ра ме т ров мо де ли;

– не на деж ность кри те ри ев зна чи мо -
с ти, т. к. зна че ния СКО вхо дят в их
фор му лы. 

VIII. На ру ше ние ус ло вия за мк ну то -
с ти де ла ет за да чу вы рож ден ной.

IX. При на ру ше нии ус ло вия адек -
ват но с ти не пол но та мо де ли ве дет к сме -
ще нию ос тат ков, а из бы точ ность — к
за вы ше нию дис пер сий оце нок па ра ме т -
ров [13]. 

Про бле мы при ме ни мо с ти ре г рес си -
он но го ана ли за ока за лись в кру ге во про -
сов дис кус сии о при ме ни мо с ти ве ро ят -
но ст но-ста ти с ти че с ких ме то дов [22-28].
К то му же ком пью те ри за ция ре г рес си -
он но го ана ли за ста ла, по сло вам Ю.П.
Ад ле ра, пу тем «вверх по ле ст ни це, ве ду -
щей вниз» и низ ве ла его до эв ри с ти че с -
ко го ме то да иден ти фи ка ции мо де лей, в
ко то ром ре ша ю щую роль иг ра ет ана лиз

ос тат ков и здра вый смысл ин тер пре та -
то ра (см. Пре дис ло вие к [29]). 

Од на ко раз ви тие ана ли за дан ных
[29], ро ба ст ной [19, 30] и не па ра ме т ри че -
с кой ста ти с ти ки [31-32] по ста ви ло но вые
во про сы [26, 33]: су ще ст ву ет ли бо лее
эф фек тив ные ме то ды па ра ме т ри че с кой
иден ти фи ка ции, чем ме тод мак си маль -
но го прав до по до бия? что пред по чти -
тель нее — ро ба ст ность или вос про из во -
ди мость оце нок?

Со мне ния в пре дель ной эф фек тив -
но с ти оце нок ММП за ро ди ла те о ре ма
Гли вен ко [35]. Ведь ана ло гич ная те о ре -
ма для рас пре де ле ния от но си тель ных
ча с тот и плот но с ти рас пре де ле ния ве -
ро ят но с тей не бы ла до ка за на. Эти со -
мне ния уси лил кри те рий Кол мо го ро ва,
ста ти с ти ка ко то ро го DΞΨ как точ ная
верх няя гра ни ца мо ду ля раз но сти те о -
ре ти че с кой F*(ψ) и ста ти с ти че с кой
FN(ξ) функ ций рас пре де ле ния [36] со -
глас но лем ме о кри те рии вос про из во ди -
мо с ти [37-38, 1] стро го свя за на с ве ро ят -
но с тью со гла сия рас пре де ле ний 

при един ст вен ной точ ке пе ре се че ния
гра фи ков плот но с тей ƒΞ(ξ) и ƒΨ(ψ). Поз -
же уда лось вы чис лить ста ти с ти ку кри -
те рия вос про из во ди мо с ти для дис крет -
но го рас пре де ле ния FN(о): 

, (8)

где D*
+

[r]=|supFN(ξ[r])–F*(ψ[r])| и D*
–
[r]=

=|infFN(ξ[r])–F*(ψ[r])| при ψ[r]=ξ[r] [38].
При F*(ψ[r])≡[supFN(ξ[r])+infFN(ξ[r])]/2

аб со лют ный мак си мум тож де ст ва (8)
со от вет ст ву ет аб со лют но му ми ни му му
САО раз но стей F*(ψ)–FN(ξ) в точ ках
рос та:

. (9)

Пе ре ход от функ ций прав до по до бия
ви да (3) к пред став ле нию по греш но с ти
не адек ват но с ти те о ре ти че с кой функ ции
рас пре де ле ния ве ро ят но с тей как ха рак -
те ри с ти ки по ло же ния ста ти с ти че с кой
функ ции рас пре де ле ния при вел к ме то -
ду мак си му ма ве ро ят но с ти со гла сия [38]. 

При мер 3 [2]. По дан ным из ме ре ний
эле к т ри че с ко го со про тив ле ния R кон -
троль ной ме ры ис ход ным эта ло ном ло -
каль ной по ве роч ной схе мы (таб ли ца 4)
бы ли по лу че ны ана ли ти че с кие оцен ки
ММП и оцен ки ММС па ра ме т ров рас -
пре де ле ний Га ус са, Ла пла са и Ко ши
(таб ли ца 5). При уп ро щен ной про вер ке

МА ТЕ МА ТИ ЧЕ С КАЯ ТЕ О РИЯ ИЗ МЕ РИ ТЕЛЬ НЫХ ЗА ДАЧ
MATHEMATICAL THEORY OF MEASUREMENT PROBLEMS

Ле вин С.Ф. (S. Levin), д. т. н., про фес сор, МИ ЭИ Рос те х ре гу ли ро ва ния

Таб ли ца 2
ОТ НО СИ ТЕЛЬ НАЯ ЭФ ФЕК ТИВ НОСТЬ ОЦЕ НОК

Таб ли ца 3
АСИМП ТО ТИ ЧЕ С КАЯ ОТ НО СИ ТЕЛЬ НАЯ ЭФ ФЕК ТИВ НОСТЬ ОЦЕ НОК

(Продолжение, начало см. №3-2006)
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струк тур ных ги по тез для рас пре де ле -
ний с рав ным чис лом па ра ме т ров ММС
обес пе чил бо лее вы со кую ве ро ят ность
со гла сия за счет на хож де ния оце нок па -
ра ме т ра рас се я ния функ ции рас пре де -
ле ния ве ро ят но с тей как ха рак те ри с ти -
ки по ло же ния чис лен ны ми ме то да ми
по функ ции прав до по до бия (8) да же в
слу чае рас пре де ле ния Га ус са (рис. 2). 

Оцен ки ММП па ра ме т ров сверт ки
(1) для ги по те зы «*=L» [2], Ом: не о пре -
де лен но с ти θLR0=1,3279·10–4, по ло же -
ния θLR1 = 100,00005, рас се я ния θLR2 =
= 4,7245·10–5 Ом. При до ве ри тель ной
ве ро ят но с ти P = 0,99 и ве ро ят но с ти со -
гла сия L=0,53 ис ко мое со про тив ле ние
R=(100,00005±0,00027) Ом.

10.4. СХЕ МА ПЕ РЕ КРЕ СТ НО ГО НА БЛЮ ДЕ НИЯ
ПО ГРЕШ НО С ТИ НЕ АДЕК ВАТ НО С ТИ

Схе ма пе ре кре ст но го на блю де ния по -
греш но с ти не адек ват но с ти [25, 27] яв ля -
ет ся обоб ще ни ем схе мы кросс-ва ли да ции
или «ме то да склад но го но жа» [24] для по -
лу че ния не сме щен ных оце нок па ра ме т ра
по ло же ния вы бор ки. Со глас но этой схе -
ме из вы бор ки по оче ред но уда ля ют каж -
дый эле мент, оце ни ва ют па ра метр по ло -
же ния, а ча ст ные оцен ки ус ред ня ют. 

Схе ма пе ре кре ст но го на блю де ния
для иден ти фи ка ции по греш но с тей не -
адек ват но с ти мо де лей объ ек тов из ме -
ре ний иг ра ет ту же роль, что и эта ло -
ны для иден ти фи ка ции по греш но с тей
средств из ме ре ний. Эта схе ма пре ду с -
ма т ри ва ет [1]: 

1) де ле ние про ст ран ст ва пе ре мен -
ных на (M+1) бло ков; 

2) фор ми ро ва ние из М бло ков ПXm

проб ных ча с тей дан ных из ме ре ний с
по ст ро е ни ем со от вет ст ву ю щей со во -
куп но с ти ха рак те ри с тик по ло же ния
рас сма т ри ва е мой струк ту ры, па ра ме т -
ры ПΘm ко то рых оце не ны ка ким-ли бо
ме то дом по дан ным этих ча с тей;

3) ис поль зо ва ние в каж дой ком би -
на ции ос тав ше го ся бло ка дан ных KXm в
ка че ст ве кон троль но го [39] и экс тра по -
ля ции на не го со от вет ст ву ю щей ха рак -
те ри с ти ки по ло же ния; 

4) объ е ди не ние всех экс тра по ля ций
в экс тра по ля ци он ный функ ци о нал мо -
де ли (рис. 3); 

5) на блю да е мую со став ля ю щую по -
греш но с ти не адек ват но с ти оп ре де ля ют
как со во куп но с ти зна че ний слу чай ной
ве ли чи ны — раз но сти рас чет но го зна -
че ния экс тра по ля ци он но го функ ци о на -
ла по рас сма т ри ва е мой вы ход ной пе ре -
мен ной и ее из ме рен но го зна че ния при
со от вет ст ву ю щих рас че ту зна че ни ях
вход ных пе ре мен ных 

, (10)

где П(КХm;Х) — ин ди ка тор ная функ ция
[4] m-й кон троль ной ча с ти дан ных из -
ме ре ний; 

6) не на блю да е мую со став ля ю щую
по греш но с ти не адек ват но с ти оп ре де ля -
ют как со во куп ность по греш но с тей из -
ме ре ний, дан ные ко то рых бы ли ис поль -
зо ва ны для по ст ро е ния ха рак те ри с ти ки
по ло же ния мо де ли, а так же по греш но с -
тей ста ти с ти че с ко го оце ни ва ния па ра -
ме т ров и вы бо ра ви да рас пре де ле ния
слу чай ной со став ля ю щей; 

7) окон ча тель ные оцен ки па ра ме т -
ров ха рак те ри с тик по ло же ния и рас се я -
ния мо де ли по лу ча ют по всей со во куп -
но с ти дан ных сов ме ст ных из ме ре ний
без де ле ния на бло ки. 

Об щим кри те ри ем иден ти фи ка ции
рас пре де ле ния слу чай ной со став ля ю -
щей по греш но с ти не адек ват но с ти ха -
рак те ри с ти ки по ло же ния мо де ли яв -
ля ет ся кри те рий вос про из во ди мо с ти
или мак си мум ве ро ят но с ти со гла сия
(8) двух рас пре де ле ний от кло не ний
дан ных сов ме ст ных из ме ре ний – от ха -
рак те ри с ти ки по ло же ния мо де ли и от

ее экс тра по ля ци он но го функ ци о на ла.
Кри те рии вы бо ра ха рак те ри с ти ки по -
ло же ния мо де ли ис поль зу ют в сле ду -
ю щих фор мах: 

а) мак си му ма ком пакт но с ти рас пре -
де ле ния при ми ни му ме функ ции ком -
пакт но с ти [40] 

K*(ε)=1–P{|Ξ–θ*1|<ε}=1–[F*(θ*1+ε)–
–F*(θ*1–ε)]≤Q(θ*1–x,F*),

где Q(l,F) — функ ция кон цен т ра ции
Ле ви [41]; 

б) ми ни му ма сред не го мо ду ля по -
греш но с ти не адек ват но с ти (СМПН) 

; (11)

в) ми ни му ма сред не го мо ду ля не вяз -
ки экс тра по ля ци он но го функ ци о на ла 

.

Ме тод струк тур ной иден ти фи ка ции
мо де лей объ ек тов из ме ре ний по кри те -
ри ям вос про из во ди мо с ти с ис поль зо ва -
ни ем схе мы пе ре кре ст но го на блю де ния
по греш но с ти не адек ват но с ти пред став -
ля ет со бой ме тод мак си му ма ком пакт -
но с ти (ММК) [25, 39, 42, 1]. 

Обя за тель ным эле мен том иден ти фи -
ка ции мо де ли объ ек та из ме ре ний не за -
ви си мо от пол но ты ап ри ор ных дан ных
яв ля ет ся на хож де ние функ ции по греш -
но с ти не адек ват но с ти Ep(X) по вы ход -
ной пе ре мен ной Yp как сверт ки (1) в ви -
де функ ции вход ных пе ре мен ных. 

Струк тур но-па ра ме т ри че с кую иден -
ти фи ка цию осу ще ств ля ют толь ко в схе -
ме пе ре кре ст но го на блю де ния пе ре бо -
ром ва ри ан тов струк ту ры мо де ли
мак си маль ной слож но с ти, ме то дов оп -
ре де ле ния па ра ме т ров и пра вил сег мен -
та ции дан ных c про вер кой ги по тез вы -

Таб ли ца 4
СО ПРО ТИВ ЛЕ НИЕ КОН ТРОЛЬ НОЙ МЕ РЫ 

НО МИ НА ЛА 100 Ом

Таб ли ца 5
СРАВ НИ ТЕЛЬ НАЯ ХА РАК ТЕ РИ С ТИ КА ОЦЕ НОК ММП И ММС

Рис. 2. Па ра ме т ри че с кая иден ти фи ка ция функ ции рас пре де ле ния Га ус са
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рож ден но с ти H0, не пре рыв но с ти H00 и
ком по зи ци он ной од но род но с ти H000. 

Ги по те за вы рож ден но с ти H0=
={θ0…0…0≠0; θi…j…k=0 ∀i…j…k≠0…0…0}
со от вет ст ву ет от сут ст вию за ви си мо с ти
(по сто ян ный уро вень, y = const). Аль -
тер на тив ны ми яв ля ют ся ги по те зы о не -
ну ле вых зна че ни ях хо тя бы од но го из
па ра ме т ров θi…j…k для i…j…k≠0…0…0.

Ги по те зе не пре рыв но с ти H00 ха рак те -
ри с ти ки по ло же ния не пре рыв ной функ -
ци ей на всем ин тер ва ле на блю де ния аль -
тер на тив ны ми яв ля ют ся ги по те зы о
ку соч но-не пре рыв ной ха рак те ри с ти ке
по ло же ния, раз де лен ной на ин тер ва ле
на блю де ния точ ка ми «раз лад ки», в ко то -
рых мо дель ха рак те ри с ти ки по ло же ния
пре тер пе ва ет струк тур но-па ра ме т ри че с -
кие из ме не ния.

Ги по те зе ком по зи ци он ной од но род -
но с ти H000 со от вет ст ву ет об щая (еди -
ная) мо дель ха рак те ри с ти ки по ло же ния

для ан сам б ля дан ных сов ме ст ных из ме -
ре ний. Аль тер на тив ны ми яв ля ют ся ги -
по те зы о де ле нии мно же ст ва ре а ли за -
ций ста ти с ти че с ко го ан сам б ля дан ных
сов ме ст ных из ме ре ний на под мно же ст -
ва (кла с те ры), каж до му из ко то рых со -
от вет ст ву ет мо дель ха рак те ри с ти ки по -
ло же ния, от ли ча ю ща я ся струк ту рой
или (и) зна че ни я ми па ра ме т ров. 

Струк тур но-па ра ме т ри че с кая иден -
ти фи ка ция ос но ва на на про вер ке си с те -
мы ну ле вых ги по тез H0 и H00, а так же
аль тер на тив ных ги по тез о на ли чии

функ ци о наль ной за ви си мо с ти и о ку соч -
но-не пре рыв ном ха рак те ре мо де ли (на -
ли чии «раз ла док» — раз ры вов 1-го ро да). 

При ис поль зо ва нии дан ных в ви де
ан сам б ля се рий из ме ре ний про ве ря ют
до пол ни тель но ги по те зу H000 и аль тер -
на тив ные — о су ще ст во ва нии ин ди ви -
ду аль ных мо де лей для под мно жеств ре -
а ли за ций, дан ные ко то рых яв ля ют ся
ста ти с ти че с ки од но род ны ми. 

При мер 4. Рас смо т рим па ра ме т ри -
че с кую иден ти фи ка цию по дан ным [13]
ими та ци он но го мо де ли ро ва ния ре г рес -
си он ной мо де ли (x1,x2)=175–0,9x1+
+0,05x2–0,003x1x2+0,002x1

2+0,0005x2
2+ξ

в ус ло ви ях муль ти кол ли не ар но с ти (таб -
ли ца 6), ког да оп ре де ли тель ин фор ма -
ци он ной ма т ри цы ~1,03·10–19.

В ра бо те [13] ис сле до ва лись раз лич -
ные ал го рит мы иден ти фи ка ции в ус ло -
ви ях муль ти кол ли не ар но с ти — ме тод
Га ус са, ор то го наль но го раз ло же ния по
Ха уз хол де ру, ре гу ля ри за ции по А.Н.
Ти хо но ву, греб не вой ре г рес сии, «сжа -
тых» оце нок Стей на и др., об эф фек тив -
но с ти ко то рых при ре ше нии ре аль ных
за дач су дить труд но, хо тя ав то ра ми для

боль шин ст ва пе ре чис лен ных ме то дов и
сде лан не уте ши тель ный вы вод.

При мем в ка че ст ве мо де ли мак си -
маль ной слож но с ти y(x1,x2)=A+Bx1+
+Cx2+Dx1x2+Ex1

2+Fx2
2 и про ве дем ана -

лиз СМПН ее воз мож ных струк тур
(Z=A∨B∨C∨D∨E∨F) с по мо щью си с те -
мы ме т ро ло ги че с ко го со про вож де ния
ста ти че с ких из ме ри тель ных за дач
«ММК–стат М» [1, 42] (таб ли ца 7). 

Ана лиз по ка зы ва ет, что дат чик псев -
до слу чай ных чи сел име ет сме ще ние,
пол ная в этих ус ло ви ях мо дель об ла да ет

су ще ст вен ной струк тур ной со став ля ю -
щей по греш но с ти не адек ват но с ти, а
луч ший по кри те рию (11) ре зуль тат да ет
ММКМНК: ММКМНК(x1,x2)=–3941,1650–
–1,0450677x1+39,934086x2–0,096740127x2

2.
Ал го рит мы ММК на ос но ве МНК

или МНМ обо зна ча ют как ММКМНК
или ММКМНМ, а при ин тер по ля ции
по блоч ным сред ним и ме ди а нам –
ММКМНКС и ММКМЕДС. 

Рас пре де ле ние по греш но с ти не -
адек ват но с ти мо де ли иден ти фи ци ру ют
по пе ре кре ст но му кри те рию вос про из -
во ди мо с ти (ал го ритм ММКМП), обес -
пе чи вая ус ло вия эр го дич но с ти: 

– дан ные про то ко ла из ме ре ний вы -
ход ной пе ре мен ной мо де ли с ко дом
струк ту ры ϑ [1] цен т ри ру ют ее экс тра -
по ля ци он ным функ ци о на лом;

– для по сле до ва тель но с тей по ло жи -
тель ных и от ри ца тель ных зна че ний по -
греш но с ти не адек ват но с ти стро ят ха -
рак те ри с ти ку рас се я ния и про во дят
нор ма ли за цию от кло не ний;

– по сле до ва тель но с ти нор ма ли зо -
ван ных зна че ний по греш но с ти не адек -
ват но с ти мо де ли под вер га ют об ра бот ке
вы чис ли тель ны ми схе ма ми ме то да мно -
го крат ных из ме ре ний; 

– по лу чен ное рас пре де ле ние пу тем
об рат но го пре об ра зо ва ния ха рак те ри с -
ти ка ми рас се я ния и по ло же ния при во -
дят к ха рак те ри с ти ке по ло же ния рас -
сма т ри ва е мой мо де ли. 

При мер 5. Рас смо т рим при ме не ние
схе мы пе ре кре ст но го на блю де ния для
иден ти фи ка ции ви да рас пре де ле ния
слу чай ной со став ля ю щей по греш но с ти
не адек ват но с ти по дан ным При ме ра 3.
ММКМНМ для двух па ра ме т ри че с ких
рас пре де ле ний ве ро ят но с тей при во дит
к схе ме пе ре кре ст но го на блю де ния по -
греш но с ти не адек ват но с ти с 3 бло ка ми
дан ных (таб ли ца 8). 

Оцен ки па ра ме т ров ги по те ти че с ких
рас пре де ле ний и со от вет ст ву ю щие пе -
ре кре ст ные оцен ки ста ти с тик кри те ри -
ев (8) и (9) при ве де ны в таб ли це 9. 

Оцен ки ста ти с тик (8) и (9) пе ре кре -
ст но го кри те рия мак си му ма ста ти с ти -
че с кой вос про из во ди мо с ти при ве де ны
в таб ли це 8. При этом не об хо ди мо
иметь в ви ду, что пе ре кре ст ные оцен ки,
в от ли чие от оце нок ММС в При ме ре 3,
учи ты ва ют струк тур ную со став ля ю щую
по греш но с ти не адек ват но с ти. 

Продолжение следует

Таб ли ца 7
СРЕД НИЙ МО ДУЛЬ ПО ГРЕШ НО С ТИ НЕ АДЕК ВАТ НО С ТИ МО ДЕ ЛЕЙ

Рис. 3. Экс тра по ля ци он ный функ ци о нал ли ней ной ха рак те ри с ти ки по ло же ния мо де ли

Таб ли ца 6
ВЫХОД ХИМИЧЕСКОЙ РЕАКЦИИ У ЗА ВРЕМЯ х1 ПРИ ТЕМПЕРАТУРЕ х2

The author continues the considera-
tion of the mathematical theory of meas-
urement. This article is devoted to the
method of combined measurements.
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Зна че ния ста ти с ти че с кой функ ции
рас пре де ле ния и пе ре кре ст ной функ -
ции рас пре де ле ния ве ро ят но с тей Га ус са
с па ра ме т ра ми, ука зан ны ми в таб ли це 7,
при пе ре кре ст ных оцен ках ве ро ят но с ти
со гла сия, САО и рас сто я ния Кол мо го -
ро ва  при ве де ны в таб ли це 10. 

В этом слу чае па ра ме т ры сверт ки (1),
Ом: θGR0=1,3431·10–4, θGR1=100,0000543,
θGR2=4,7911·10–5, а со от вет ст ву ю щий на -
и крат чай ший 99%-то ле рант ный ин тер -
вал при до ве ри тель ной ве ро ят но с ти
Р=0,99 и ве ро ят но с ти со гла сия G=0,39
со став ля ет R=(100,00005±0,00021) Ом.

Та ким об ра зом, чис лен ные ме то ды
поз во ли ли по вы сить точ ность иден ти -
фи ка ции эле к т ри че с ко го со про тив ле -
ния кон троль ной ме ры ОМЭС по срав -
не нию с ана ли ти че с ки ми оцен ка ми
ММП на 28 %. 

ЗА КЛЮЧЕ НИЕ
Ме тод сов ме ст ных из ме ре ний яв -

ля ет ся важ ней шим ме то дом ре ше ния
из ме ри тель ных за дач, в т. ч. за дач
иден ти фи ка ции ме т ро ло ги че с ких ха -
рак те ри с тик функ ци о наль но го ти па,

функ ций по греш но с ти не адек ват но с -
ти ма те ма ти че с ких мо де лей объ ек тов
из ме ре ний, гра ду и ро воч ных ха рак те -
ри с тик средств из ме ре ний, ко то рые
со став ля ют те о ре ти че с кую и экс пе ри -
мен таль ную ос но ву ат те с та ции про -
грамм но го обес пе че ния из ме ри тель -
ных си с тем [1-2]. 

От ли чи тель ной осо бен но с тью это го
ме то да ре ше ния из ме ри тель ных за дач
яв ля ет ся не воз мож ность оп ре де ле ния
ха рак те ри с тик по греш но с тей ис ко мо го
ре зуль та та до вы пол не ния сов ме ст ных

из ме ре ний. Это об сто я тель ст во ока зы -
ва ет ся ре ша ю щим при ат те с та ции ме то -
дик ре ше ния прак ти че с ки всех ме т ро -
ло ги че с ких из ме ри тель ных за дач и
су ще ст вен ным об ра зом ог ра ни чи ва ет
при ме не ние нор ма тив ных до ку мен тов
при ме т ро ло ги че с кой ат те с та ции ме то -
дик при клад ных из ме ри тель ных за дач,
свя зан ных с иден ти фи ка ци ей рас пре де -
ле ний ве ро ят но с тей и не ис поль зу ю щих
схе му пе ре кре ст но го на блю де ния по -
греш но с ти не адек ват но с ти ма те ма ти че -
с кой мо де ли объ ек та из ме ре ний. 
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tion of the mathematical theory of meas-
urement. This article is devoted to the
method of combined measurements.

Таб ли ца 10
СТА ТИ С ТИ КИ КРИ ТЕ РИЯ ВОС ПРО ИЗ ВО ДИ МО С ТИ ДЛЯ РАС ПРЕ ДЕ ЛЕ НИЯ ГА УС СА
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